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Streszczenie. W pracy przedstawiamy równoległy algorytm populacyjny rozwiązywania kwadratowego problemu przydziału (Quadratic Assignment Problem, w skrócie QAP) należącego do klasy problemów silnie NP-trudnych. Głównym elementem metody jest analiza minimów lokalnych, wyznaczanych przez szybkie algorytmy typu popraw. Przy zrównolegleniu algorytmu zastosowano ideę opartą na rozproszeniu populacji i umieszczeniu poszczególnych  subpopulacji na równoległych procesorach. Wykonano obliczenia na reprezentatywnej grupie przykładów, a wyniki porównano z najlepszymi znanymi w literaturze. Otrzymano nie tylko przyspieszenie czasu obliczeń, ale również poprawę jakości i stabilności rozwiązań.
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1. Wstęp

Kwadratowy problem przydziału jest pewnym uogólnieniem problemu komiwojażera (Travelling Salesman Problem, TSP). Polega on na takiej lokalizacji obiektów, aby suma kosztów transportów pomiędzy obiektami była minimalna. W literaturze zdecydowanie mniej poświęca mu się uwagi, niż problemowi TSP. Być może dlatego, że jak do tej pory nie udowodniono żadnych efektywnych własności pozwalających na przegląd pośredni przestrzeni rozwiązań. Stąd, nawet iteracyjne algorytmy typu popraw, dla wyznaczenia dobrego rozwiązania przybliżonego, wymagają dużego czasu obliczeń. 
W pracy przedstawiamy metodę konstrukcji algorytmów równoległych, rozwiązywania permutacyjnych problemów optymalizacyjnych, polegającą na wyznaczaniu i badaniu minimów lokalnych. Jest ona oparta na następującym przypuszczeniu. Jeżeli w różnych permutacjach, będących minimami lokalnymi, na pewnych pozycjach są te same elementy, to w rozwiązaniu optymalnym, te elementy będą także na tych samych pozycjach. 
Algorytm rozpoczyna działanie startując z dowolnej (zazwyczaj losowej) populacji, tj. pewnego podzbioru zbioru rozwiązań dopuszczalnych. Następnie, dla każdego elementu z populacji, stosując szybki algorytm lokalnej optymalizacji (np. algorytm descending search) wyznacza się minimum lokalne. W ten sposób otrzymujemy zbiór permutacji - minimów lokalnych. Jeżeli pewien element występuje w wielu permutacjach na tej samej pozycji, to zostaje on na tej pozycji ustalony (pozostałe elementy i pozycje są wolne). Nową populację (zbiór permutacji w następnej iteracji algorytmu) generujemy losując elementy wolne na pozycje wolne (na pozycjach ustalonych są już ustalone elementy). Po wyznaczeniu nowego zbioru minimów lokalnych (dla nowej populacji) możemy je zbadać i zwiększyć liczbę elementów ustalonych. Aby algorytm zbyt szybko nie zakończył działania, w każdej iteracji „najstarsze” ustalone elementy są zwalniane. 

Przedstawiona metoda konstrukcji algorytmu może być łatwo zaadoptowana do rozwiązywania innych trudnych problemów optymalizacji kombinatorycznej.
2. Kwadratowy problem przydziału QAP

Kwadratowy problem przydziału można sformułować następująco.
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 będzie kosztem jednostkowym (transportu) związanym z odległością pomiędzy obiektami 
[image: image6.wmf],.

klO

Î

 Należy tak zlokalizować obiekty, aby suma kosztów transportu (pomiędzy nimi) była minimalna. 
Niech Sn będzie zbiorem permutacji elementów z 
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Kwadratowy problem przydziału sprowadza się więc do wyznaczenia permutacji optymalnej 
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Z definicji problemu QAP oraz postaci funkcji celu (1) wynika, że problem komiwojażera jest szczególnych przypadkiem kwadratowego problemu przydziału. Ponieważ, TSP jest problemem silnie NP-trudnym, stąd QAP należy n także do klasy problemów silnie NP-trudnych. Ponieważ algorytmy dokładne pozwalają na rozwiązywanie, w rozsądnym czasie, przykładów o niewielkich rozmiarach, stąd w praktyce stosuje się metody aproksymacyjne, głównie metaheurystyki. Opublikowano wiele takich algorytmów. Do najlepszych można zaliczyć:
· przeszukiwania z tabu (tabu serach), Skorina-Karpova [6] oraz Taillarda [8],

· symulowanego wyżarzania (simulated annealing) , Laursen [4],
· algorytm genetyczny, Tate i Smith [7], następnie poprawiony przez Ahuja, Orlina i Tiwari [1].
Sekwencyjny algorytm populacyjny, dla kwadratowego problemu przydziału, jest zamieszczony w pracy Bożejko i Wodecki [3]. 
3. Algorytm populacyjny
Działanie algorytmu rozpoczyna się od wyznaczenia populacji początkowej 
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 przyjmujemy najlepszy element z populacji 
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 wykonując procedurę 
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, tj. procedurę lokalnej optymalizacji). Następnie, ustala się elementy występujące na tych samych pozycjach w wielu minimach lokalnych tworząc zbiór elementów i pozycji ustalonych 
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. Każda permutacja nowej populacji Pi+1 ma ustalone elementy (na ustalonych pozycjach) ze zbioru 
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 Na pozostałe (wolne) pozycje są losowo wyznaczane elementy wolne. Jeżeli ponadto, w bieżącej populacji istnieje permutacja 
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. Algorytm kończy działanie po wygenerowaniu z góry ustalonej liczby iteracji. Poniżej przedstawiamy ogólny schemat algorytmu.

Algorytm populacyjny PBH_QAP


Inicjalizacja: 
wyznaczyć losową populację początkową 
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 i=0;               {numer iteracji}
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   {zbiór elementów i pozycji ustalonych}


repeat




Wyznaczyć zbiór minimów lokalnych 
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for  j:=1  to  
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Wyznaczyć zbiór elementów i pozycji ustalonych oraz 
wygenerować nową populację 
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i:=i+1;



until  not Kryterium Zatrzymania.
Do wyznaczania minimów lokalnych są stosowane szybkie algorytmy oparte na metodzie lokalnych popraw. Generalnie, metoda ta polega na iteracyjnym polepszaniu bieżącego rozwiązania poprzez lokalne przeszukiwanie. Rozpoczyna się od pewnego rozwiązania początkowego (startowego) 
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 - podzbiór zbioru rozwiązań dopuszczalnych. Otoczenie jest generowane przez ruchy, tj. ustalone przekształcenia rozwiązania 
[image: image41.wmf]i

x

. Następnie, z otoczenia jest wyznaczany najlepszy element 
[image: image42.wmf]1

i

x

+

, który przyjmuje się za bieżące rozwiązanie w następnej iteracji. Liczba iteracji takiego algorytmy nie powinna być większa niż n, a jego złożoność obliczeniowa 
[image: image43.wmf]3

().

On

 Dzięki temu będzie można badać dużą liczbę różnych minimów lokalnych.

Na początku każdej iteracji algorytmu populacyjnego za zbiór elementów i pozycji ustalonych 
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Następnie, po wyznaczeniu minimów lokalnych (procedura LocalOpt), na elementach zbioru 
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 są wykonywane następujące operacje:
· zmiana wieku każdego elementu,

· usunięcia najstarszych elementów,

· wstawienia nowych elementów.

Niech 
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 elementową populacją w i-tej iteracji algorytmu. Dla każdej permutacji 
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 Dowolna permutacja 
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 jest parametrem ustalanym eksperymentalnie), to element 
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. Bardziej szczegółowy opis omawianej metody jest zamieszczony w pracy [2].

4. Równoległy algorytm populacyjny
Zastosowaliśmy dwa modele zrównoleglenia algorytmu populacyjnego:
1. Model niezależny. W tym przypadku procesory wykonują niezależnie działające algorytmy populacyjne (różnych subpopulacjach) z różnymi parametrami ustalania zadań wolnych. Jako wynik działania zwracane jest najlepsze z rozwiązań uzyskanych przez poszczególne równolegle działające procesy. Zaletą tego modelu jest silna dywersyfikacja procesu przeszukiwania przestrzeni rozwiązań.

2. Model z kooperacją. W tym modelu populacja podzielona jest na subpopulacje przypisane poszczególnym procesorom. Wykonują one niezależnie algorytmy populacyjne, wymieniając się pewnymi parametrami. W szczególności jest to średnia liczba minimów lokalnych (z wszystkich subpopulacji) nr(a,l), w których element a występuje na pozycji l.
Schematy obu modeli są przedstawione na Rysunku 1 i 2.

[image: image64]
Rys.1. Równoległy algorytm populacyjny, wersja niezależna.

[image: image65]
Rys.2. Równoległy algorytm populacyjny, wersja z kooperacją.
5. Eksperymenty obliczeniowe
Algorytm opisany w Rozdziale 3 został zaimplementowany w języku C++ i uruchomiony na klastrze 8 komputerów wyposażonych w procesory Celeron 2,4 GHz z 240 MB pamięci RAM każdy, połączonych siecią Ethernet 100Mbit/s. Obliczenia wykonano, dla różnej liczby procesorów, na przykładach zamieszczonych na stronie QAPLIB [5]. Otrzymane wyniki porównano z najlepszymi obecnie znanymi, zamieszczonymi także na stronie [5].

Tablica 1. Porównanie wyników działania algorytmu populacyjnego (model niezależny, bez komunikacji) z najlepszymi obecnie znanymi.
	Problem
	Opt.
	PBH_QAP_1
	PBH_QAP_8

	
	
	FPBH
	(PBH
	tPBH
	FPBH
	(PBH
	tPBH

	Tho40
	240516
	270567
	0,125
	100
	267547
	0,112
	102

	Sko42
	15812
	17072
	0,080
	69
	17066
	0,079
	74

	Sko49
	23386
	25148
	0,075
	227
	24792
	0,060
	246

	Wil50
	48816
	50986
	0,044
	165
	50736
	0,039
	189

	Sko56
	34458
	36958
	0,073
	495
	36716
	0,066
	692

	Średnia
	
	0,079
	211,2
	
	0,071
	260,6


Tablica 2. Porównanie wyników działania algorytmu populacyjnego (model z kooperacją) z najlepszymi obecnie znanymi.
	Problem
	Opt.
	PBH_QAP_1
	PBH_QAP_8

	
	
	FPBH
	(PBH
	tPBH
	FPBH
	(PBH
	tPBH

	Tho40
	240516
	270567
	0,125
	99
	268485
	0,116
	103

	Sko42
	15812
	17072
	0,080
	69
	17016
	0,076
	75

	Sko49
	23386
	25148
	0,075
	227
	24872
	0,064
	258

	Wil50
	48816
	50986
	0,044
	166
	50540
	0,035
	200

	Sko56
	34458
	36958
	0,073
	480
	36744
	0,066
	723

	Średnia
	
	0,079
	208,2
	
	0,071
	271,8


Obliczenia wykonano dla 1 oraz 8 procesorów. Na podstawie zamieszczonych wyników można jednoznacznie stwierdzić, że metoda analizy minimów lokalnych okazała się bardzo dobrym podejściem do rozwiązywania trudnego problemu, dla którego nie są znane żadne własności przeglądu pośredniego. Średni błąd względny, w stosunku do rozwiązań referencyjnych, wynosi 7,9% (dla modelu sekwencyjnego) i 7,1% dla wersji równoległej z 8 procesorami. Średni czas obliczeń dla jednego przykładu wynosi około 4 minuty.

5. Podsumowanie

W pracy przedstawiono metodę konstrukcji algorytmów równoległych polegającą na wyznaczaniu i badaniu minimów lokalnych. Zastosowanie bardziej zaawansowanych metod poszukiwań lokalnych (tabu search, scatter search, dynasearch) jako elementu badanego algorytmu populacyjnego pozwoli z pewnością jeszcze bardziej poprawić uzyskane wyniki. Proponowana metoda jest uniwersalna i może być łatwo zaadoptowana do rozwiązywania trudnych problemów optymalizacji kombinatorycznej.
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