
ROWNOLEGLE WY ACZANlE WARTOSCT FUNKCJI eEL 
PROBLEMUPR PLYWOWEGO 

Wujdedl BOZEJKO. Mariusz UCHRO:,/SKI 

Strcszezenic: Obliczcma w3I1nsci fllnkl.:ji l.:Clll Ilu>nnych pronlclflliw opl}lTIali/m:ji 
uysl..relnej ~lan(l\\'i~ zwyklc nujbarutie.l c/ilsol:hlonny motllllulgoryllTIlI nplymaliLUl:Yinegu. 
Pozo~lule cL]nnosci - zwilj1.llne / LW7~dznnicm - zajmujq SlaLyslyanic 1-3<;; C/~l~1I IfWUlll:l 
ilCr.U;ji ulgnrylnlu PO~/uklwall 11Ikalnych. laklegll )ak j1UszlIk!wunic / nlmlilicniami (l.ctfl/l 

~~/lrch). !>yrnlllowane wy/al-lJinic lly Pl)SLlIkiwanie ro/pmvonc (sCtlTfer s;'lIr,.!lI. Lakm Ich 
przyspieSl:lnic pnpl7l:l rcali/acj~ w Srodllwisku n'lwnolcglylTI dajc /nikllnm malo kor7\'sci 
Odmicnnil", prlyspieslcnic J,iu.l'llIia oblie/cn nUll1cryclI1ych. wkidl Jill.. nhIH':I<UlIe 
wanosci funkl.:JI celu tub pr/cglqdanie oluctcnia. popr/eT l.almplCITICnll1Wanie ieh w 
sruJowisku ....ricloj1r1\CCwrnwylll rnozc lnaClnie flllpruwic wyuujnllSl: JlI,llalliu :Jlgorylfllu 
przcswkuj'jcl.:go prleSlr/.eri l·u/w1lll<lIi. 

Siowa kJuczowe: algor)'1111 lok~l1nych pus/u\.,iwall. pernllil:lcyiny pnoblclll prLcplywlI\\'}. 
Prly~pics7enic. algorylm r6wllolcgt~·. pumicyc w~p(Jldlicl'lna. 

1. Wprowadzenje 

Me[uhl.'urySlyki opane n<.l melUdllc loklllnycl1 pos/uklwari lIloJgll byc pr/eusl!lwinnc 
jako PfOce.~y badaniu grafu, w kl6rym wicr?chCllki st:.ll1(1wi~ flunkl: pm:~lrltlll flll\\I'l/lli 
{lip. pcnnulaCjc}. a luiJ udpl1wiadaj'l rclu.:ji ~IISicd.llwa h,c/q wicluholki blTu;\cl: 
rozwl'I7..aniarni ~'lsiednimi WIe) przestrzeni, Poruslnnic sjlf po lakim g,[ulic dcfiniuje pcWl1I! 
drog~ (Iub inac7ej tr(ljektori/i). R6wnnleglc i1lgorytmy lllclaheurysly':llll' ll>j wlIjij \l;ic(u 
rrocesor6w Ull w~p6lbieznego gencrowania lub p17eghlduniu grufu slJsicdzlWU. 

Morna 7dcliniowuc t1wu podejscin do zrc.'iwlluleglaniu pmcesli klkalncl!1I rO~711k.ill'anil\. 

IV t.alc'l:no$ci od lIo~ci tmjel..LOrii I:>auany.:h wsp<ilbieznie \\ grutie sqsietlilwa, 
• pojedynCI:l lrujcktoria: algorylllly drobnoziamisle (tj, 1 Cl~SI:j kOlTIunika.:ill). 
- wiele [rtIJCklorii: algorylmy gruho7inmi~ll: (gu/ie klHllUnik:Jcju me .IC~I Ib\ [t:lliSl!l). 

Podejscia lc s[dwiajq [ll7cd l\lgorytJ11cm pewne wymilpnia JllIYClqCC. c.:/..~tot]iwusci 

komunikacji. co impll~uje rooza,j 7iami~LOsci. Algorylmy LlrClbnoliamisle otipowlUdaj:} 
podej~ciu / cli;sISL'I kornunikacl14. grulxuiarnis[c - I I7UdSlll. 

Algofyuny jednllScietkowe. wYZJIaczaj~l'c pojcdyncl.ll 1I:IJcl..lori~ przc,Isc.:ia pf-tel 
,_eSlrlcn ro/willzan, mug" c/ynic In w~p6Ibic:inic [loprle/ podnll pmeCSll had.lOla 

Iltoczeni,! nil kilka procesmr,w. , "l6rych "u?dy b<lda [1C \\'1 IIj cleSe NOClenid sLulwjqc 
najleps7.ego ruchu. Idea [J lOSU!:l wproponowana najwc/e';nl(j ,IIll sckwcncYJnydl 
1lIgor)'llTIt:h\ pos7ukiwaIl, palr/ Nowicki i Smumicki 191 pod naLW4 tnelm]y rcprclcnl.illtuw 
(rl'preJentatil'es), Pochodlcnie na7wy jesl Sci~le lW''Iz.ane z dzialaniclIl lllelod~'. howicm 7 
kaidci cl~sci oroc/cnia zoslaje wybfan} rcprelCnl3nl. a dorm:ro sposnid repIC/cnlal1t6w 
lUlJlepszy jako l111ste;pny punkl [rnjdJuril posLUkiwan Zr·6wnll!cglona mou bye IHkze 
proces obliczam8 wartosd funkcji celli akluillnie baullnego punklu P,/~"lr'cni IOl\virvuri. 
C7~SI(l jel>l 10 n:l pl7yklad algorylm wyzna<:/Jllliu n:rjdluhlcj drugi w pewnym gralic. luh 
I~l maksymulnl:go <:1.}' l1linimalnego p'l.cp]ywu. 
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R6wnolcglc l,hlk7,cnla dill jl'(hll:j lrajeklorii. Cclcm lei melody jc~t po proslu 
Y'Jll,:vt:nlt flr/cl!kia t!rulu \ll'icUII\\a rnpr/.el Irl5\\noleglcllic l1ujbarullcj 

aSllchlonnych (lrerUCjl - Clyli obliclanla wartosci funkcji celu, "qd? zrOwnnleglellie 
().:csu gl:ncnJ\\ania .,qsiUl.lOW. W prl.yp,ltlku I.n)wnolcgl:Ulla ohlicl.UlliU wurtosci funkcji 
llu pr/ysfl1c"enic lIblit:ll:n 1II0le hye II/y,kane pr/Y ludlUW:illIU Idenlyc7I1ej l.-ajektoni 
·/ci~ci.1 rOocl g.m!. jak lrujcklUn:t ,llgol)llllU ,ckwcI1Lyjncgll. W drugim prl)'pauku ­
~kumpulycji gCIICrlm .ulia llloCl.enia IKI pwce,ory rO\\l101cglc . ImMf1ICC Il1IJ.>e ,) Illlll:jU. W 
l;n:j ulgllr)llll. Spr.l\\dlujqc rll\\1l11lcglc wic:kSlll ilwk sq,inuow IlIZ 10 clyni wersJu 
·k\\cnc)".!11:I (n<ljClc;sclI:j 1.110palrlOna \\ IllCchanilln rcuukcjl rolll1.iar6\\ IJIUCZCllilt), 
lruvnc siC; h~d/ic po Irajekllll il 1CflVCI nil sckwcl1l:yjny \x.1powicdnik, wylnaCZltjljc 
lrzyslnicjwlj lrase pr/ejsc:ill pOoel graf i lym samYIll dnchndzqc do lep~lydl rC/uIlal6w 
,Iit/cri [waIlos.:i lunkcji cellI). 

/r"lwlIlllcglllni\; prl.e~/lIk,l\vania Jctl.nosciczkuweg'l JlO"auli ~n:dl1ill Iub urobm, 
lIrnistosc i wym,lgu l;1C;~lej klll11unik,ll-jI i synchronllucji . .Icsl OIlLl !lclsle Iwiq/llne Z 

llIraklcrystyk:J rLl/witVywanego prubh:mll I Idr:linlll\\;lIIl:j SlflJ/"lury sqsiedLlwu. Pier\Y~le 

llikacje h:IIUjlICe IIll Opl\ywtll1ym Illodclu poj:lwily ,i~ W kOl1tcksc:ic nowllolegleoia 
clody ~yrnulow(jnegn wY;;Immta I algOI)'llflU gcnelyum:go. Cho~ia1: ro\\nnlcgliJ 
~klll1lpol.ycjn ,asH:u/lWU nie laWSlC prowatlli uo redukcjl czu'u obliczcn. JCSl CZ":'l 
osowun<\ Ull 1Wltrk.slunia ro/patrV\\ancgll s,!siedllwa TCg,1 I)PU algorytlll r6\\nolcgly 
'hu II''''C/l did prohlernu kllllllw0.lU7era IO';LJI wprllpllnowtlny prlel Ficl:hlera IllJ. 
vnchruniclIly lubu scrach byl wkic hadany przcz Porto i Ribeiro I \(J. 1'). Boiejko L31 
Iprnrnnllwul r(m noleglq jcdnnscie>kowlj wcrsjlf lligorylmu d.llwsr"rt'11 dla prohlelllu 
dm,mll"ymmcgo. 

Aarts i Vcrhll<.'\cl1 111 rMniluI11 klas~ jcdnoscic;kowydl ;llgllrylm6\\ )"(lwnolcglego 
I.cSlukiwdllla na dwic pudkla.sy Klasa JcJI1ok,rokl1\\a I.I/Ilff/e - ,Ht!11! ubcjmujc algorylmy, 
"1I.ir)(.'h baliaillc lllut:lcnia je~t ulielllnc pomif<dly rowllolegle procesory, ole jako wynik 

)'OICI any .ICS1 jcdcll rtlch. W k.lu~ll: \\ iclukrol,.owcj (I/III/lip/(' - \"/l°fl) sckwent:ja knleJnych 
11I11;W \\ gralie sqsicdllWajCSI wyk'lnywllllil ~~'pC)lbiclnic. 

rleglqd la~adnieil 7\\ iljl..lIl)'ch I. n~wnolcglyrni mcwhellry'lyc/nymi algorytmuOli 
tlno I \\ieI11S\;lclkowymi In111cJ't 11I11;l1a \\ rmcuch Blll.Cjku. Pl'mpcra, SIllLllnicki 11,51 
';II Boicjku. Wlll.leckl [IlJ 

PcrmutuC)'jn) prohlem pncpl)'\\ ()\\ y 

pis l,.lasy"ncgo pCrrnUlal:Y.lncgll plllblclllll pIl.cplYWll\\lcgl1 maleic Illo)na W 
'acach (.J.5.Il.YI. Nicch Ii =(lill).ff(2).. .. If(n) h~ol.le pcmllllacj~ lal.lari(I,1 ..... II}. a 

1 IhlllrCtll W\lYSI"Ic:11 loklch pc·nnulm:ji. Ka)da pcrmulucja Jl' E 11 wyzl1tlcza 
dnolllllt/Ilit: kl11cJIlosc wyklJnywanlu lauaIi na mnslynach (nn kaidcj l1laSlynic Ul.~ 

IOlll)· 1)(1 W)'/IlHC7Clliu lcnnim~\\ 1.;Jlo.lllic/cniil wykollywnnia I.lId:lil e'l lIZyWll siC; wzoru 

/"urcncyj I1cgo 

(, =max III l. C."" I+ P,.., j' ' III 

; = 1.2, ... •111· .i = 1.2.. ,.. 11 • 

wfLrull~icm pOC1'l1!\(I\\'ylll 

~In = (). i =1.2... ,,/II. Cl ,..,). =O. j =1.2..... /1. 

h nicrC:~lIrellC)'J1legll 

lin 

= 11M'>' t:!\C'~I L 
I 

LfJ .'1I , ,. 

l'olliL'wliZ llo>.onnst: nbliczcniowlI me[lldy IC WWnI (I) jc~1 U(I/III!. las lej Ie WllJrU 

J+i-" ) ((/1+111)"-1)(2IjCSI 0 t-:---=-)(j+I-ll =0 -' . \\ prakly':t: 1I/YWllll¥ jcst \\ylilc/ilie( I-I . (II-IH 

pierw~/Y ZnidI Drugi lVlor jcsl u))'wany 1)'lk'l <.Ill dllwud/cnla wla'l1llS<:i, 
W IcOl ii <'h'regllwul1lu m/putrvwane <;a rl:lj<:I."~lej uwu Nl' Irudn\; pruhlemy 

F 1/ ;;"a or.1I. F II If.· W obu nalc.>y wY/naLl)'c pcrrmllacw If C Illa"q. it:. 

Fur I =min Fun 
, n 

go/ie 

rrIf) = I lot '. (C,.~"O l. r (If) =~1~', /. p( C" 'II) , \ 

tlill re ILJ. 1,.... 1oeJpowicdl1io. Dla ',= ("Oft.lt problcm lcn it'sl rUI\IllI\l-'ll1ny lClllU 

I kryll~rium srlldntcgll L:/USli prleplywu. 

Model grafowy. WiclkobC e'l IC Il'Lordw (II i I:!) 1111)7nll wkic wy/nil<:/yc puslu;!lIj4C SIC; 

modclcm gralllwyll1 pmblclIlll, Dla ,lane.! kolejnoSci \\yk,)nylol'unia ZUUlln liE n l\~or/)IllY 

gear GUr)=(MxN.Fuul- ),gd"il.' M =[1.2.... /111 N =11.2...• /11. 
,,-1 

,(1 =UU!(( 1'.1),( \ + 1.1»)1 
-11·1 

Jt:~l zbiorem (ukuw lcchnuillgiclnych (pinnowych I. /.US 
Ifl II I 

F
I1 =UUI((I',IJ.(.U+l))! 

11Z1 r:1 

JeSl zbiorclll fuk()\\ ~lllcjnllscillwych IpoJll1l1lydl). Luk.i grafu Gun m~ pOSillJajQ 

obciVeti. nutomlasl obci~lcnic ka.idego \~"lla (,1.1 I wynnsl 11, "" . (I:IS c,.. l<tk\lri\/~nla 

wykonywtlnia luuallia If( J), j = 1.2.... /I. Ill! 1ll:.L'/Ylli~ i. i =I.:! ..... IIl, OUpO\\llIua 

tllugosci najdluLsZCI Sciez."i prnwadz'lcej I wicrzchulku (1.1) dll WiCIICh\dk.a Ii, J \ . \\fll/ 

z.llbdi!.lenit:1ll lego o~lmniegll. DIu prohlemu r II C.... ' Wllrlose funkcji 1uy1t:1 ialncj ul.1 

uSlillonegn Jr jC~1 rowna dlugmki ScieZJ..i krytyc/.ncj w grline G( Jrl . 

3. Poszukiwunic jcdnowqlko\\c 

Melody Ie dOpuslcznjq iSlnicnu: 1)'lkll iedllt:go pru.:csu (Willkul lJI7.ljd/aHcegl' 
poszukiwunian1i. PrQces len W) konuje l:Y/.,lic/nie iler.lcJC. 11.1 "lon; ~U:Jdajq si~. 

obliczcl1ln numeryclJlc (np. wylnacmnie wunu$t:i IUllkcji Cc!U), 

fUllkcjc laillldwl1ia Inp. wyhOr rozwiq/.anio. Il:alil:l<:,ia parnirrt:i ooliocn. 
akccplflC):l fU/wiqzalll. 
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I : 3 II-t 1/ zatl..lIDn 

• (l,I, .. (1,2) _L'.}L__ ....~II..:;..r;.....'.:..:.11 .. '1.11,1 

t~JII1(2.1) ..1(2.2) jl:.',-I).... ~2.::~ __

\ 1.I ) S'='L__41.~.1I-11 
~ "O.lllI 

I 
I 

~,!:~I___ .. all,/1-11 "\11/,111':11 

JIl~.z' 111 

Rys. I. Gmt Gun 

·I.yflnlls.... i Iwiq/ttnC z lart:jot.aniclTl IJjmui'l ~lUly~IYI.:I.nic 1-3';,- LlU\U Irwania ItCruo.:jl, 
t:m il..h plzy\piesl.anic pllprlCI rc:tli/lllj~ II smtlov. i~I..u I'i~wn/ll~glym daje 7mkomo malo 
f/)'sci .. Odmicnnit:. pr/yspics/cnic u/iolnnia \lhlie/cn numcr)'clnych POPrlCI 
ill1plcmcnlcmullic Ich w ,rutlowlsku wicloproccsorowym mOLc In(\cl.I1ie poprawie 
uai'ln~L ulialiulIiI i1lgof)'IIllU pr/csl.Ukujllcegl) pr/C\lr/Cn ro/WI(I'UI1. Wut.ny jC~1 przy 
n a\pckt tl.:orCl)'ClOV pr/)'spicvcl1iu IJ/ytc mClmJi' i 1\-lasnoS('l po'" Il1ny prowudllc do 
I\sltlniu algnryU11l1w kt'sl.towo oplymalnych, clyli tukich. "-t(,ryeh kos/t rozwillzanill 
lhlemu W .'y\IL·mit: rc'lwllt\lcglym tiloe/.yn C/.a~U w)'kollunill i i111~ci lIlyt)'ch pn1ccsol\lW) 
,I pr<lflorcJonalny UO Cl.IlSU 1'0) kOlluniu naj'lybslcgo l.J1uncgo algorytmu rOlwil\Zuillccgo 
1 pnlblcm nil jrdnym prucesur/c. Dill flCI\ nych prohlcm6w u/)'skanle takiej wlasnosel 
'1<:, hye trodnc IUllkceplOwuc wowczas mol.na takze melody nic b'tuqec kOS.lIOW() 
l)malll)mi. jc~li uaj'l une ULljy I)'sk o.:la~owy, Inllym 7ngaunicnicm mo.lc lei bye 
\'Of/cnic lllClnU. ntlsl.lwillilych IIy1llc/nic nn IJ/)skanit' maksymilillego I)'Sklilwitlzanego 
sknkcniltfll i:lllSU llbhcl.cn - bel w/.gl~JLJ nu IiClb~ ui.ytych pruo.:csor6w (czyli sl<lwiaj4ec 

~t;: .. nlUjqc l!tlwolnq ilosc prnccsol'llW Illoznu ohhczyc ... w c/u\ie ") Warlo 71vr6cic 
11Ig.,. ie co prawtl,l maksylllilina hel.lla rownolcgle praclIjqc)'ch proccsorol\ w 

jwiC;kSlych wsp61c/e~n]ch syslcmach uhliclcn nlv..nuleglydl jest fIt,UlI IOh PfllCC:'urUW. 

;1 melouy llhlic/cn hl0lngicIllych doplIszc7aj'l rOwnoleglc \\I)'korI.Y~lanie nawet 1all 

ocesofci\l, Prrl(;e~()ry lakie Slj wyspcejnJiwwllnymi c/ljslI..ami (np. DNA luh hialekl. 
Iwalajllc) mi WykllllYI\-UC spccjulnic \pn:pufll\\-iLllC a1gorylmy ~luzllec do ro/wiqzywania 
ublt:m(lw oplymtilizaCjl kumbinalorycmcj. \l{elotla lU Ina lalla jUl swq praklycZnlj 
Ili/acjer lro/willl.anlC problemu komiwojuzcra 7.a POI11Clq rckomhinucji DNA. Adlelllan 
II T:lk I\-il,:c I\- J..(1Illckscie llhlicLCli biologlc7nych ,t\\'ur/t:nic sl.ybkich mClou, 
I.ujqcych nawet nn ogromnych il()~ciach proeesor6w, moie hye praklycznie u~ytec711e. 

W 1I1ltililiC J/ialaniu algorylJmiv. poslUkiwania !nO/fill wyrM:nit: I"l"l'tpujqc~ clemenly 
\ ill/llnt: I IlCcnll flll\\-i'llarl' 

obhcl.anie \Iartosci funkcji o<:cny pojcdync/ego rOl.witl/llmu (np. algorylm 
\ymulnwlIncgn Wy7~lf/llnial. 

llbliclilnie Wllrlosci funkcjl oceny dill gnJp)' nvwiq/an sttsieoniC'h (np. 
~Ilgllr)'llll pll,/lIkiw:lliid Itl I.,hrnnicniumi l. 

ohlrczanic wartosci funkcji aceny diu grupy rO/wi:l1.un ro/pros7onych (np. 
algorylmy genetycznc, poszukiwamn rozproswncgo) 

m6wimy i 13nalLZuJcmy bard.llcj slc.leg610wo punkt plerws7Y to Jest nh\nolegle 
oblicl.unie wartoscl funkcji celu danego rozwiEj/.ania. 

W dowodach twierdzcli uOl)'clljcych .llozonoSci ohlic/cniowej lllgor)'tllllh\ 
r6wnoleglyeh wykorzyslnmy n"sl~puj:jcc powslcchnie "nullc fakty uoty(.qcc ublicleJi na 
leorelycznym Illodelu kompulcrn rtiwnoleglego PRA \1: 

Fakt I Cilll: .wm pre{iksoU'vcll (.\'I • .I2""'.Y") t'iqgll \\'ej~/'i()\\'t'~"('\1' x~, .. .: '", )I(lAich. ::t' 
.' j == YI_I + .\, = XI + x 2 +... + X. dill /... = 2,3, ... ,/I 

gd;:ie YI =Xl 11l0ZIIa I\'vvwn:yc 11£1 mas;;yllii' F.RJ::W PRAM 1\ 1':lIIir O()ogll} W {l(lI1I11Ct] 

(II/log TI) procesol'o\l'. 

Fakt 2 SlImr ('iI/gil 'oI'eI~cilJll'('go lXI' .t~, ... , xu) II/O:llll ll'I.:lIlI('~l'i· flil II/tls:l'Il1e LR£W 

PRAM pojedw/rzeRo II' c;:.asie O(logn):u pOIl/Ot', ll/log n) pmrt',I'OI'I/Il.
 

Fnkt 3 Wal'/o.i,; minmwillfl I'"jeclyl/c:egr, II/aksymailla riqgu 1\'I:i-~dlJlIl'gll
 

(XII x2., .. , X.) 1/10t1l1l 1I')'<:nac:1'C nu f1wsz-y.llie REW PRAM l'oji'C'-I'III':eJ(1I ,'::1/1';('
 

Ollogn):a pmlwn!1l pml't'wni\\'. 

Fakt 4 1V1lrtn.~C millill/ulllq ojedyTle:ego 1IIl/k..wflwlnlf ci"gll II'ej.inflll Ct!1J 
(XI' x1 ..... x.) II/ozn£l \\'r;:lIur;:,I'c I/a IIlns;:.\'ni RJ·.H PRAM ~l/ {JolI/lJcq O(n/log fI) 

pojedl'llcZl!go "~Hic> O(lugll). 

Fakt 5 WILrlOsc .I' = ()', ..1'] , .... ,vII )xcbl! .\', = f (t, J, .l = (.l, ..,~, .... t. ) /11(6111 I'ol,,':yc Tlfl 

IIUlS:)'llie CREW .pRAM pojedYIlc:.e.l!() c::.asie OCr) =0(1)11(11/ pmrrl'llrar-ll, gd:if , JI'II 

rza.lem JllJlrzeb"ym do II'V:lIl1C:I'IIill pojetlyl/t';:.ej lI'al'/(/.\'ri I', = Ir x,) . 

Fakt 6 Zngadnii!llie .Ij'nnllllfoll'alle II' Fakei/! 5 1Il0ifW rO::'lI'iq~llc II' c:a.lie O(log /I J nrJ 

n/log II) pmre.mrtu'h. 

Fakt 7 Jesti algorl'lfll Ii d:.iufa IIll p ­{JrocesortJ .....ej //leu::;yni, PRAM II' ,'zulh 

pojedyfl('(.ego. 10 dill kate/ego p < P ;slIIie' alf(l1"\'lfIJ A diu tego wunego Jlro/JIelllll 

tkiafajqry no p prOCl:sorowej mas:y"ie PRAM lI' czaJic O( (If I p') 

Fakl)' ! - 4- i 7 motna malei.c nu prz.yklad w pracy Comlcn i in. 171. TWIt:rdlcnia 
l3warte w dalszej c.lysci lego rOl.dziaJu zostaly ~fOmllJjClwane dla modclu CREW 
(Concurrent [<ead E.,tclu.\iw: Wrile) maszyny PRAM, lo jC'Il I motliwoSci<j r6wnuleglcgo 
odczylu komorek pumi~i (r6wnolcglego zabromeOlcm r6wlloleglt:go zapi,u), Ulalwilo to 
przcdslllwienie Idei aJgofytm6w ltlwartych w dowodach, choe cZys6 tWlcrdl.cn prawul.iwtl 
jC~t tukle ulu OIodelu BREW (Exclusil'e Head Exclll.l'il'l! Write) I ,ckwcnc)'jnym d051~pem 

do komorek pamiltci. 
rWierd2enie I 01(1 lI.1'wlolltj perl/llllflrji I!, lI'anost' kryleriufII w pmt>/emuch ,..' II L 
F'II f...... fII0iJlO wn:flac.:yc na mlls~nie CREW PARAM II' c':llsi (n -I- /Ill 
lI')'kor.-ystlljqr /II pl'Of'e.\lmill'. 
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flll>:C'tlr I 

proce~or ~ 

proc~ ....ur m 

C..'" 

Rys. 2. Kolcjl1Clsc ohlic7:Jnin C" prlez In pro-:esor6w. 

owtld. Be7 stmly ng61nosci mozemy przyjqc. >.c 1l = (1.2 .. " n). Skor/ystamy 

llcZnu~ei rckurem;yjnej ( I). Proces r6wnlllegfego wyznac7.ania wurtoSl,;i C wykonujcmy
II 

1~ltrPujql'(I. W pi.::rwslyrn wkcic proccsor I WyLnUClH wartose ell W urugim l<lkeie 

'''cesory I i 2 wyl.llaclaj<j r6wnolegle wartoki odpowietlnio C~.I i Cu . W takcie k - l)'TTl 

'~cesnr numer l wyznucza wartose Cl , 1/ jcSll 1:S k -I + I ~ ". Oplsywuna kolejnost 

.,t prl.<;dsl<lwi'lnu nu Rys. 2 7a pflmoc'l linil przerywlInych. na tic graru G(Jr). 

lefini(lWlln~g.o w R07dz. I w dulszej czcysd pral:Y l.en I:harakterystyclny graf h<;d'ient 
ILywnc grafcm SiaLko\\ ynt). 

pi'iaIll: PO~Lt;p<)WHnh: wymaga wykonania n +/Ii - I ~I'lJkl)W. Ol.a oblicleniu 

al10$ei krvtetium "f' =~J (e IlnaJc.ly jesLcLc Joda6 II wurtoki J,(C ). co 
~ ~.j ~ J WI, 1\1/ 

I 

.lna W)kOnllC 'id.wcllcyjnic \~ /I iteratju<:h lub r6wnult:glc, La pomoq m procesorow 
I.y zJoz(lno:ki 0("/,,, + logn). O,talt:e.wie zlozonosc obhcLCni~,wa wyznaczeniu 

-yterium W problcmie r II I.f~ wyno,i witte O{1l + Ill) przy p<1mocy m proccsor6w. 

Wniosek 1 Pr'ly~plesl.cni~ melody bozuHccJ na Tw. I w~n\lsi o(~). c:feklywnosc 
11+111 

wynosi (,,:TI,) 
• liOO , 

----:-.:--:-~~-~~=: 

------ --m=10'<.l.., 
o - --m=20c: 

-.-.- m=30~ 
- --m=40 

~ '" 
~ - .. -m=50 

licz.ba zadari 

[{ys. 3. Ereklywn()~C mCltJuy l3pmponowanej w Tw. I. 

Pokalcmy oalej innu mClod~. dla problem6w F' II LJ;' III",,,. 0 loecydowanie 

lepszej chllrnkleryqyce 

Twierdzenie 2 Diu u5whl/le} lu'mll1latji J[, Il'arllls" krylerium \I' pmbll!/Iwcll IIL.f., 

F• II r' \I'Y;:Il(/C~'C. l\' r::.aslt 11 + f1I 1 /10 0 ( 1/111 ..J ".... m/'}::IlG O( ---) procesllrllh'f./ ItIlH:\,n1e 
,,+m 

CREW PRAJ'yl 

DowOd. BCl ~truty og61nosci m07~my PrzYIl'!C. 'ic Jl":: (1.2... .n). Opiernmy .,i~ nu 

:.chcmaeie obliczen zaprczentowanym na Rys. Niech p ~ m b~dzie il(lsciq ut.ytych 

procesoro\\. Proces oblil:zcr; hQdLic pr-l.cprnwad/..llny diu p,,<.lUl/uill' k = 1.2..... /1 + 11/ -I . 

:-.Ia pO/iomie k przeprowadzanc Sll obhczcnia wS7.ystki<:h WMosci C,., lukich. ZC 

i +j -I = k. W'Ly,tkic oblicLcnia nu pOllOmic k przeprowudzanc sq po uhlic7eniu 

wszystkich wanoSel C.. , na po,iomie k -I = Ii. G1etbokosc calego schemalu oblic7.:en 

Hose; poziom6wl niech oZIJaczona b~dlie pnez d i wynosi d =Tl +III-I 
Niech I1j htrdzie liczh'l wartosci C, nhlicl.anych na p07iomie k. Wobcc lego 

J 

LII~ =/lI1I . 
I 
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,nicwul. ilose w~zy~Lkich obhcz.anych warloscl C ,} nu w~:lyslkich puLiuma..:h wynosi 1l11t, 

l~watmy II, element6w nu pOlJonue k. Grupujemy je IV rill I P19rup, z. ktorych pierwsze 

'. I J' JlawicIT! po p elrmcntohll. UpO/oslale elem~nly rj~l ich nujw);l:ej pi niech nille24 do 

taLnicj grupy. ObliezenlU n~wnolegje miJS7yny PRAM na k- Iym poziol11ie wykonywnne 
wio;c w c/.asie o(fn. I fI]. Lqcl.OY c~.a~ obliclen jest r6wny sumit: C7.aSOW wykonywania 

w~ly~l.kic:h pO/iomach i jest rzl({lu 

£... ---.!... 5£... -!-+l ) mn nlll=-+d=-+"+/II-I·
'.1 fI hi P fI P 
"r II 1+( 1/ 

yjlllujqc P = o(~), tljCln} elas nbJic:ze'; warlOSci C/.) wynic~ic 0(/1 + m)
 
n+m
 

)lie/coic warLwki krylcrillm 'f' = ~J II I mot-nn wykonac za pomoq je<Jnego
~ I L..J -' m.) 

II 

oeesora \II cl.n.sie urll). ZlIuwa1my. ze mo;)na wykonac 10 s'ybcie.l. 73 pomocq wi~ks7.ej 

Isci procesorow ale w ro1patrywanym pr'ypadku. chclje uzyskac llo:lonosc 0(11 +Ill). 

~StHrclY'LO nobie sekwencyjnie. O~l1.Ilcc/nie lqezny e7a~ Ilhliaeri wyniesie Of n -"- mI. 

most: db" wynns! o(--.). k 2 P rlyspleslenll'. . mClo y alllJllccj nn Tw. _'1 . 11m Kosz[ wynosl. 
11 +m 

(11m) Ilose uiytych procesorow o('~J' =0((1/·1 +111-1)1) je~1 r'lo;dll srednicj 
1l+1II 

rmunicznej liczb II i III ZUproponowana meloda jc~t kOSltowo optymulna. 

ksperyme.nty obliczeniowe 

Algorytm rownolcglego wyzlluc/aniu funkcji celli din permumcY.lncgo problemu 
z.cplywowego zostll.! zaimplementowany w itrzyku C (CUDA) dia GPt.: i uruc:homiony na 
.8-proccsorowe.l karcie GPU Tesla C870 fir'my nViclia dysponullIcej moc!! oblic1.cnioWli 
2. GROPS. Eksperymemy obliczeniowe zoswly prlcprowadzone dla inslaneJi teslowyeh 
lilln.rda IJ2J. Zesm.w inSLancjl Taillarda sktada siiY ~ 120 przyIJad6w podzielonyeh na 
up. 0 r62,nych roznuamch. DIu kazdcgo rozmiarll /I .r 1/1; 20 f 5. 20.~ to, 20 x 20, 50:c 5, 
I x 10, 50 x 20. ]()O x 5. 100 x 10. 100.t 20, 200 x 10, 200 x 20, 500 x 20 wystltpuje 10 
sUlncji. Liczhn procesor6w GPU u7ylych do wyc.nuczcnin wartosci funkcjl celu pl'ZCZ 
gorytm r6wnolcgly jest r6wna liclbic maszyn (/tI). 

W celu wyznuczenla przyspieslcaia. jakic moiDa uzyskac wykOrzysluj<lC 1/1 procesor6w 
PU do wyznaczenia wllrtosci runkcji ~Iu l.Ostala ,uimplementown.nu sekwencYJna wersjn 
gorytmu uruchamiana diu jcdnego proecsorH GPU. W Tabeli 1 zo~taly zamieszezone 
yniki ekspcryment(lw oblic7cniowych w poslaci c/..as6w trwallia obliczcn dia algorytmu 
kwencyjncgo i r6wnoleglcgu oral pr/yspieslenia obliczeri. WartoSt przyspi~szenia 

'gl~(\[]cgl1 ,I' 70~tUl<i wyznuc70nn l zaleznoSd .\' = ~. gdlle I, oznaeza czas obliezen din. 
f p 

gorytmu sd:wcncyjnegu. a I" CliL~ ubliczen dla algorytmu r6wnoleglego. Rys. 4. zawiera 
~Iawieflle C7.1I\OW ohliczeri Illnkcji celu lila algorylnlU ~ckwcncyjncgo. 

122 

Tab. 2. Wyniki p,/eprowaulOnydl eksperymenl6w obliclclllowych dIu przyklaLlu\\ 
ll.:~lowyeh Tlullaruo.l (amI dodatkov,.o wygc.nen.lwancgo prlykilltlu 1. 50 mllvynamil 

__~n::-x 111 JI Ie lmsl I, [1'11\1 S 
20 X 5 5 0.0271 0.0526 1.94 

20 x 10 10 0.03()l) !l,1022 3.31 
20 x 20 20 O.Il3S('i 0.2014 S.22 
50 x 5 :I O.04110 1).1244 251.) 
50 x 10 10 O,O'ill) 0.2469 no 
50 x 20 20 0.060 I 0,41)09 1l.16 
100 x 5 5 U.0835 0.2449 .2.91 
1no x I(} 10 0,087-1­ OA885 5,59 
!00 x 20 20 0,0968 O.974D Ifl.OCI 
20U x III 10 a.15H2 0,9716 6.14 
200 x 20 20 0.1697 1,94t l3 1143 
500 x SO 'i0 0,3919 4.8392 12..~5 

Moi.nu laUWulyc:':• .:i:e W1.ro~1 rozmiarll J)robk:mu powouujc Wl.m~l c""u u/ial.miu 
IgOrylll1U. Dla 115>talnnej licl.by ladaJi clwukrotflC 1wi~kSl~nic Iie/hy mas/yn puwndlljc 

dwukrolny WlfilS(Cz:J.SU oblic/cfl. R}'~. S. lawitrlllc~tawit:llit" czu,ow obliezcri funkcji celu 
din ulgorylrnu r6wn(\lcglegu. Prty 1I~lalllnej Iic/bie launn 7\vi~kvenie licl,by nla~zyn 

powl)dlljC nicwldkl waosl czasu obliczcn. W/rust rOl-miaru prohlemu Iwit,:k~lU Ilsl'Iganc 
przyspieszenla llz)'skanego poprzez algoI') till rownolegly w slosunku lIo algurylrnu 
sekwcncyjnego. 
Rys. 6. pOlwicrdza leorctyczna. cfeklywnosc wywll\,;zonll na pOlht.lwie Tw. I. I 
7.aprezentowanq na Rys. 3. Rys. 7. iluslrujc zalczlIosc p,lyspie,,/~nitl uu Iil:lb)' prncc~orow 

uzylych Jo oblic7eJi, Uzyskune wynikl eksperymcnlaloc w pelni potwlCrtlll1Jij lJllalizt; 
teoretyez.na.. 

afT'.~am 100,," .. ;10 

',2 -- ---­

0,'7" 

u.~ 

i G,rt 
e 

O' 

01 

Rys. 4. Zestawlcnie czasow u/ialania algorylmu sekwcncyjncgo. 
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Ry'. s: 7.c'oIawicnic c/a~6w dlialani .. algorylmLl rOwnolcglegl1. :t-<lob~C'rwo\l'ac moiTm 
'nac/nll: mni~JSL.4 7alctnosc Cla~u Ulialania algorylmu od lioby maszyn III W ~losunku d 

algnrytmu ~c"'wen.:yjnegC1. 
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Rys. 6. Wymac70na eksperymcmulnie cfckrywnosc melOdy l dowodu Tw. I., 
potwierdznj!jca wyniki leoretycznc zilu~lrOw:ll1e lUI Rys. J. 
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Rys. 7. Teorclyclne i wYlnaclone ck'peryment;llnic przyspiewcllic diu I/=/OU. Ulyskane 
pl7y~pic~zcnic iest pra'WI~-linjllwc WlmrJI/-/llIl!flr \/,~eclul') 

5, Wniuski 

W prae;y pruponujemy wykor!'ystanje nowoC7.e~nych proccsor6w \)blicfcniowych (ipu II 
ceLu prLy~picsl.Cnil' J,i:t1aniil algurylm6w poszu"'iwlIli lolwlnych pr.:y rofwlyzYI\:lniu 
problemu pl7eplywolVcgo. U7y~kanc wynili p07\vllh~l<l UlYskuc prfyspieszcnic obliczcn 
pruporcjonnlne do liezby maslyn III wyswpuj"cej IV problcmic. Wyniki laprc/cntowane 
II' rrinicj~lej [Jr~lcy 1l10Zml rozszcrzyc na model EREW PRAM 'I. wylqclnoSci'l UllclYtu. co 
wYlllJlga dodulkowego narzulu czusowego OOng til .:hoe urchitekluru ProCCSOra nblic?cn 
GPU pozwuhla na wykol7.Y~lanie implemcnlacji 7 mo;;liw~)s..:ill r6wl101eglcgo odczytu 
CREW. Z dnlgillJ slrony. w)'korzY~lanie p:uuitrci wsp6lllzicloncj If: ~wob(\dl1ym dllS\l;pCm 
oburczonc je~t ogromnym opMnicnicm C7.'L~owym (-100-600 cykIi procesorn) WMosunku 
do C/UMI JI,)~I~PU uu pamj<;ci lokn1n<:j prllCc~ura lub lei pUfTlIlrci ~tulcj CLy pami~cl tekslllr. 
Dlalcgo Ie;!: cln1szc prz)'spieS7cnie 'Llgorylmu jest mo:>Jiwe pod warunkiem dostosowumiJ 
~losulVunych mewd Ull spccyt'iki dOSlltPU do pumi"ci proees"r:! ohliclcn GPU, 

Dodutck A. SpecyDklIcja tcchniczna proccsora ohliczcn CPU nVidili Tesla C870 

- calkQwity f'Olmiar pami~ci 

gJobulm:j 1.61 OS 
- Iiczba multiprocesorOw 16 

Iiczba rdzeni (procesor6w) 12ll 
calk~)wity roWI!ar pamityci sllllcj 65536 KB 
catkowity rozmiar pami~ci wsp61d.7ieloneJ 
przypaJaj'lcej l1ujcdcn bluk 16384 KB 
Iiclha rejeslrl'lw dostc;pna dla kazJego bluku 
8L92 
cl.~slOlliwosc 7egllHl 1,35 GH 
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